(GEDANKEN UBER EIN EINZIGARTIGES
(GESCHLECHT VON REIHEN™

Leonhard Euler

Im Briefwechsel, welchen ich einst mit dem hochillustren Goldbach gepflegt
hatte, unter anderen Betrachtungen verschiedenen Gegenstandes haben wir
tiber in der allgemeinen Form

1+2im(1+2ln)+3%(1+217+3ln)+4im(1+2%+317+4ln)+etc.
erfassten Reihen geredet und deren Summen untersucht. Obgleich aber Reihen
von dieser Art selten aufzutauchen pflegen und wenig an Nutzen zu verspre-
chen scheinen, scheinen die Untersuchungen, zu welchen deren Betrachtung
uns gefiihrt hatte, umso mehr wiirdig, dass sie von der Vergessenheit und dem
Untergang bewahrt werden, weil die Methoden, die wir bei der Gelegenheit
gebraucht haben, sich um Vieles weiter erstrecken und vielleicht irgendwann
einmal in der Analysis einen auffallenden Nutzen verschaffen kénnen. So
habe ich also nicht so diese Reihe selbst, auch wenn sie fiir sich betrachtet
keineswegs zu verachten scheint, wie die verschiedenen Methoden, die zu
ihrer Summation fiithren, hier darzulegen beschlossen; weil ja diese Dinge
aus jenem Briefwechsel enthommen sind, mochte ich die Leser hier sofort
am Anfang darauf aufmerksam machen, dass diese Untersuchungen zum
grofite Teil dem Scharfsinn des hochillustren Goldbach zuzuschreiben sind.
Es fiihren aber hauptsédchlich drei Wege zur Summation von Reihen dieser
Art, weil ja welche voneinander in hochstem Mafse verschieden sind, werde
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ich jede einzelne gesondert darstellen, damit, wie viel jede beliebige niitzt,
leichter erkannt werden kann.

ERSTE METHODE, ZU REIHEN VON DIESER ART ZU
GELANGEN

§1. Wenn man irgendwelche zwei Reihen hat, deren Summe bekannt sei
l+a+b+c+d+etetc.=t
und
1+a+B+v+d+e+etc. =u,
dann aber dariiber hinaus die Summe der aus diesen Reihen zusammenge-
flossenen Reihe bekannt ist, natiirlich
1+an+bp+cy+dé+ee+etc. =0,

dann wird, indem jene Reihen miteinander multipliziert werden, erschlossen

I1+a(l4+a)+b(A+a+pB)+c(l+a+ B+ ) +etct
1+a(l+a)+p(l+a+b)+y(l+a+b+c)+etc. =tu+o,

was freilich per se offenbar ist, weil ja in diesen zwei letzten Reihen alle
Produkte der einzelnen Terme der ersten Reihe mit den einzelnen der zweiten;
es sei mehr angemerkt, dass die Produkte jedes Termes der ersten Reihe mit
dem entsprechenden Term der zweiten, wie beispielsweise 1 -1, aa, b, c7y, do
etc., zweimal auftauchen, weil welche im Produkt tu nur einmal aufgefunden
werden, war es deshalb von Noten, dass zu diesem dariiber hinaus die Reihe
v hinzugefiigt wird.

§2. Wenn wir nun die Summe der Reihe

1 1 1
1+27n+371+471+etc.

ins Unendliche fortgesetzt durch f zim bezeichnen, dass gilt

11 1 1 1
1+27m+37m+47m+57m+etc'_/27m



und
1 1 1

1 1
Tty it =)
und auf die gleiche Weise fiir die daraus vereinigte Reihe

1 1 1 1 1
1+ om+n + 3+ + 4m+n + 5m+n t+etc. = / Zm+n’

und wir aus diesen die zwei folgenden Reihen, die in der vorgelegten Form
enthalten sein werden, bilden

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+2—n(1+2—m)+37(1+2—m+3—m)+4—n(1+2—m+3—m+4—m)+etc.:Q,

werden wir aus dem oben aufgestellten Prinzip haben

1 1 1
o= [mt [
woher, wenn die Summe der einen dieser zwei neuen Reihen irgendwoher
bekannt wére, daraus auch die Summe der anderen Reihen angegeben werden
konnte. Aber die Summe der Reihen
1 1 1 q 1
1+2—m—|—371+4—m+et<:. oder me

sehen wir hier als bekannt an, weil ja, sooft der Exponent m eine gerade
Zahl ist, diese Summen von mir durch die Peripherie des Kreises bestimmt
worden sind; fiir die Félle, in denen m eine ungerade Zahl ist, konnen aber
die Summen in der Tat leicht ndherungsweise aufgefunden werden.

§3. Wann immer die Exponenten m und n gleich angenommen werden,
stimmen die gefundenen Reihen iiberein und wir erlangen also in diesem Fall
die folgende Summation

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1,01, 171
=527 +5 | =



Deshalb, wenn wir, im Begriff spezielle Fille zu betrachten, festlegen

1+1+1+1+1+etc—A—/1
2 3 4 5 R A

1 1 1 1 .1
1+—22+—32+—42+—52+etc.—A_/—Zz,
1 1 1 1 o1
1—|—f23—|—f33—I—ZS—I—sz—I—etc.—B—/;y
1 1 1 1 (1
1+724+734+744+754+etc._c_/;4,
1 1 1 1 (1
1+f25+f35+f45+—55+etc.—D—/;5,

etc.,

und auf die gleiche Weise weiter

1 1 1 1 1
Jw=B)z=F]5=6)5=H[m="1e

gewinnen wir daher die folgenden Summationen

1 1 1 1 1 1 1

1+ §(1+ 5) + §(1 + > + §)+etc. = EAA+ EA'

14+ %(1 + 217) + %(14- % + %)—{—ete. = %AA+ %C,

14+ %(1 + 2%) + %(14- % + %)—{—etc. = %BB+ %E,

14+ %(1 + 217) + %(14- % + %)—{—etc. = %CC+ %G,

1+%(1+%)+%(1+%+;—5)+etc.: %DD—F% ,
etc.,

wo es freilich passend ist, dass angemerkt wird, dass die Summe der ersten
Reihe A unendlich ist, die tibrigen hingegen alle endlich.

§4. Aber wenn die Exponenten m und n ungleich Null sind, werden auf diese
Weisen Reihen der Form, die wir betrachten, erhalten, von welchen sich freilich
die Summe keiner der beiden einzeln mit dieser Methode bestimmen l4sst;
aber dennoch kann die Summe der beiden zusammengenommen dargeboten



werden, wie wir zuvor gezeigt haben. Damit dies klarer gemacht wird und

sich zugleich kurz gefasst wird, wollen wir die Summe dieser Reihe
1 1 1 1 1 1
1+z—m(l+2,1)+3—m(1+2,1 +3n)+4—m(1+2—n+3—n 4n)

mit diesem Schrlftzug [ & (%) anzeigen, so dass man nach Vertauschen der

+ etc.

Zm
Exponenten [ 4 ( y’” ) hat. Nachdem diese Dinge angemerkt worden sind,
haben also gefunden, dass sein wird

Wenn daher also anderswoher die Summe der einen dieser Summen bekannt
geworden ist, wird daher auch die Summe der anderen Reihe bekannt sein;
und mehr ldsst sich aus dieser ersten Methode nicht schliefSen, woher ich dazu
fortschreite, die zweite zu entwickeln.

ZWEITE METHODE, ZU REIHEN VON DIESER ART ZU
GELANGEN

§5. Unter Beibehalt der vorhergehenden Bezeichnungsweise ist es klar, dass

die Grofle
1 1 1
/Z?‘/?_./Zm+”

auf die folgenden unterschiedlichen Reihen zuriickgefiihrt wird

1+1+1—|—etc.+1+1+1+etc.
1.2n " om.3n T 3m . 4n 1.om " pn.3m " 3n . 4m
+1 ‘13n + 2m1‘4n + 3m1.5n + etc. + 1 .13m + o '14m + 3 '15m + etc.
+1 ‘14,1 + 2m1‘4n + 3’”1-6” + etc. + 1 .14m + on '15m + 3 -16’” + etc.
+1 ‘15,1 + 2m1-6” + 3m1.7n + etc. + 1 .15m + on -16m + 3 '17m + etc.

etc. etc.

und die ganze Aufgabe geht nun darauf zuriick, dass diese einzelnen Reihen
bequem summiert werden; dadurch selbst wird ein eigenes Geschlecht von
Reihen umfassendes, dufSerst reichhaltiges Feld eroffnet welches wegen der
Gefalligkeit per se der ganzen Aufmerksamkeit wiirdig scheint, obgleich sie
mit unserem Unternehmen mit nicht so einem engen Band verbunden waren.



§6. Diese Summationen konnen aber nicht angenehmer ausfindig gemacht
werden als, indem die einzelnen Terme, deren Form diese ist

1
xm(x +a)"’

in einfachere Briiche aufgelost werden. Aber durch die Dinge, die ich aber
diesen Gegenstand in ,Einleitung in die Analysis“angegeben habe, tritt es
klar zutage, dass dieser Bruch in die folgenden zerteilt werden kann

11 n 1 nn+1) 1 nn+1)(n+2) 1
at xm ] .gntlym=1 " 1.0 gnt2 ym=2  1.2.3.4n+3 ym-3 + etc.
1 1 1 1 1
;L m m(m+1)

a (X + (Z)” 1- aerl (X + a)nfl 1-2. am+2 (x + a)n—Z
m(m+1)(m+2) 1

+
1-2-3.am3  (x+a)"-

3 =+ etc.,

wo festzuhalten ist, dass in der unteren Reihe das Vorzeichen + gilt, wenn m
eine gerade Zahl ist, andernfalls hingegen das untere Vorzeichen; dann muss
aber jede der beide Reihen nicht weiter fortgesetzt werden als bis hin zu den
Termen, wo der Exponent der Potenzen von x und x + a bis hin zur Einheit
vermindert worden war.

§7. daher ldsst sich also zuerst die Summe dieser Reihe

1 1 1
a1 " 2n(a+2)y " 3mat3)y  an(ata)

- +etc. =5

bestimmen, wihrend in der gerade dargebotenen Form anstelle von x alle
Zahlen 1,2, 3 etc. bis ins Unendliche eingesetzt werden und zu einer Summe
gesammelt werden. Weil ja alle aus der Formel

1
A

entstehenden Terme eine Reihe geben, deren Summe wir durch
1
A / —
o

1
(x 4+ a)t

ausdriicken, aus der Formel
A



aber eine Reihe hervorgeht, deren Summe diese ist

1 1
A/# +y+ ),
wird sich die Summe unserer Reihe so verhalten
1 1 n 1 nn+1) r 1
S_E/Z?_ 1. gn+1 /Zm—l +1.2.an+2/zm72

n(n+1)(n+2)/ 1

1.2.3.4n3 ZMm=3

1 1 m 1 m(m+1) 1
iaim/zinil.am—&-l/zn—lil.z.aerZ/zan

+ etc.

m(m—+1)(m+2) 1
S I B BTEE: /ansietc'
1 1 1
;T—u+ﬁ+§+ +)
m 1 1 1
+ 1. gm+1 (1 + on—1 + 311—1 tot an—l)
m(m+1) 1 1 1
1-2. am+2( + omn—2 + 3n—2 tot an—z)
m(m+1)(m+2) 1 1 1
1-2.3.gm+3 (1 on-3 + 3n—3 ot anfB)

etc.,

wo die oberen Vorzeichen zu gebrauchen sind, sooft m eine gerade Zahl ist,
andernfalls aber die unteren. Dieser Ausdruck ist aber immer endlich weil ja
jede der beiden Reihen der Terme nur bis hin zu [ % fortgesetzt werden muss.

§8. Es werden nun auch dem Buchstaben a alle Werte von der Einheit bis
hin zu Unendlich zugeteilt, dass wir in einer Summe alle in §5 auf der linken
Seiten notierten unendlichen Reihen der ersten Ordnung erfassen; und deren



Summe wird so dargestellt aufgefunden werden

1 n-|—1
/27/ 1/2”+1 /z’”1 /z”+2 /zm2

nn+1)(n+2) 1
1-2-3 /z”+3 zh= 3 Tetc

+ 1'1:F/1(1n>

om m
zm z zm y

1
1 Zm+1 /zn 1 1 Zm+1 yn 1)

mm+1) [ 1 1 mm+1) /1 1
lL 1-2 /zm+2 /_2”72]F 1-2 /Zm+2(yn2)
j:m(m—i—l)(m—i-Z)/ 1 / 1 m(m—i—l)(m—i—Z)/ 1 (n13)

1-2-3 s | 3T T 123 23 i

etc.

und auf die gleiche Weise, indem die Exponenten m und n vertauscht werden,
wird die Summe der anderen in §5 rechts geschriebenen Ordnung von Reihe
entspringen. Nachdem also diese Ausdriicke verbunden worden sind, wird

die Grofie
1 1 1
IER e

in die folgende Form verwandelt, welche zweiteilig dargeboten zu werden
passend ist:

ERSTER TEIL

1 1 1.1
vasn [ 5o 5F [ meo

m 1 1 _m [ 1 1
-10%0 [ [ 5= 7T G
1

m(m+1) 1 mm+1) 1 1 , 1
+ 1-2 (1:|:1>/Zm+2 '/anZ + 1.2 /ZerZ(ynZ)

m(m+1)(m+2) 1 1 _m(m+1)(m+2) 11
B 1-2-3 (1:F1)/Zm+3'/zn—3:': 1.2.3 /Zm—i-S(yn—S)

etc,,

wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn m eine gerade Zahl ist, die unteren
hingegen, wenn m eine ungerade Zahl ist.



ANDERER TEIL
+(1+1) Zln-;nqt/;(;n)
_’11(1¢1)/an+1-/Zml_1$111 Z,}H(yml_l)
+ n+1 (1+1) /z”+2 /Zm2 n+1)/zn1+2(ymlz)

(n+1)n+2 / / n+1)(n—|—2)/ 1 ( 1 )
1-2.3 n+3 ZMm— 3 1-2.3 Zn+3 ym—3

etc.,

wo die oberen Vorzeichen gelten, wenn n eine gerade Zahl ist, andernfalls
gelten aber die unteren.

§9. Je nachdem ob die Exponenten m und n entweder gerade oder ungerade
Zahlen waren, werden diese Ausdriicke auf weniger Terme zuriickgefiihrt; es
wird natiirlich sein:

DER ERSTE TEIL, WENN m EINE GERADE ZAHL IST

1 1 2m(m—|—1) 1 1
2 Zn oz 271 1/2erl 1) 1-2 /zm+2./z”—2
_m(m+1)/ 1 ( 1 - (m+1)(m+2)/ 1 ( 1 )
1.2 Zmi2 =2 1.2-3 Zm i3\ =3
etc,,

oder auf diese Weise

1 1 2mm+1) ; 1 1
271.27+ 1-2 /zm+2./z”—2
2

2m(m+1)(m + )(m—i—3)/ 1
1-2-3-4 zm+4 gn—4
1

m(m+1) 1 1
_/Zm 7 /Zm—H n— 1 1-2 /Zm+2(yn 2)—etc.

+ etc.




ERSTER TEIL, WENN m EINE UNGERADE ZAHL IST

_2m _ 2m(m+1)(m+2) 1 1
/z’”+1 /z” 1 1-2-3 /zm+3'/z”*3_etc'

m 1 m(m+1) 1 1
—l—/ﬂ(yn)‘f‘l/zmﬂ(ynl)—F ) /Zm+2(yn2)+etc.
ZWEITER TEIL, WENN 7n EINE GERADE ZAHL IST

1 1 2n Tl+1
27'2”1 /z”+2 /z’”2

2n(n—|—1)(n+2)(n+3/ 1
1-2-3-4 ghtd gm—d

nn+1) 1 1
_/z” ym 1/2’”rl 1) 1-2 /zm+2(y” 7) —ete.

ZWEITER TEIL, WENN 7 EINE UNGERADE ZAHL IST

2n(n+1)(n+2) 1 |
/Zn+l /Zm 1 1-2-3 /Zn+3'/zm,3—etc.
nn+1) 1 1
+/z”(ym)+1/z”+1(ym—1)+ 17 /Zn+2(ym2)+etc.

§10. In diesen Formeln wird es forderlich sein angemerkt zu haben, dass
Reihen der Form, die wir hier betrachten

1.1
nicht nur auftauchen, sondern auch alle so beschaffen sind, dass die Summe
der Exponenten y + v iiberall dieselbe = m + n ist. Deshalb wird es passend
sein, dass unsere Untersuchungen, so in Ordnungen eingeteilt werden, dass
alle Aufldsungen, in denen die Summe der Exponenten m + n dieselbe ist, zu
derselben Ordnung gerechnet werden, weil ja in diesen dieselben Reihen, die

ich hier zu entwickeln beschlossen habe, auftauchen; und wenn wir den in
der ersten Methode gefundenen Lehrsatz, nach welchem gilt

1.1 1.1, 1 1 1
e A R A
zur Hilfe nehmen, werden wir daher die einzelnen Reihen unserer Form
i 21,4 ( - ) getrennt bestimmen konnen. Weil aber die Exponenten m und n nicht

+ etc.

10



kleiner als die Einheit sein konnen, wird fiir die erste Ordnung m +n = 2
sein, fiir die zweite m + n = 3, fiir die dritte m + n = 4 und so weiter; weil
aber [ % unendlich ist, miissen fiir Reihen, deren Summe endlich ist, dieses
Unendliche aus der Rechnung herausgehen.
ERSTE ORDNUNG, IN DER m + 1 = 2 IST
§11. Hier ist also auf eine einzige Weise m = 1 und n = 1; der Ausdruck
/“‘/1_/1
z z z2
wird in den folgenden aufgelost
1.1 1.1 1.1
~(= S(=)y=2[=(>).
[z ]G =2/30)
Die erste Methode gibt aber
1.1 1 1 1
2 (=) =)= [=+]5
/z<y) /z /24_/22
welche der gegenwirtigen Form zu widersprechen scheint; aber weil [ 1
unendlich ist, ist in Einbetracht ihrer natiirlich der andere Teil f le fir ver-

schwindend zu halten. Dieses Grundes wegen lasst sich daher nichts fiir unser
Unternehmen schliefien.

ZWEITE ORDNUNG, IN DER m + n = 3 IST

§12. Hier ist wiederum auf einzige Weise m = 2 und n = 1, weil ja die
Vertauschung dieser Exponenten keinen Unterschied macht. Daher wird

dieser Ausdruck
/1/1_/1
z2 z z3
in diesen aufgelost

5[50 5 1R 150)

welcher zu diesem zusammengezogen wird
/11
z \y?*/)’

11



Durch die erste Methode ist aber

1 /1 1
[=2G)2G) =121+
woher zu folgen scheint
HORIE
z2 \y z
auch wenn diese Schlussfolgerung richtig ist, wie wir spater sehen werden,

ist es dennoch daher wegen der Unendlichkeit nicht moglich, ihr hinreichend
zu vertrauen. Es wird also sein

12 (1) s (b D) e D b b D) e
Ta\lTs) T 2 3)Te\' T2t '
1
:2/23):2<1+ +33+ +53—|—etc>

welche Gleichheit natiirlich der ganzen Aufmerksamkeit wiirdig ist.

DRITTE ORDNUNG, IN WELCHER m +n = 4 IST

§13. Hier sind zwei Fille zu betrachten,deren erster dieser ist m = 3 und
n = 1, welcher die Form
[l
z3 z z4
in diese aufgelost wird
1 1 /1 1 /1
[=5() 2 =+ 7 /zzy2+/zsy'

so dass gilt

S 5G) LA ()G 2 3 e

Aus der ersten Methode hat man aber

[56G)/=(@) -2z /2=

12



Im anderen Fall ist m = 2 und n = 2, woher erschlossen wird
L/l/l_/l_%/l/l_/l 1_4/1 1
2 22 4 22 22 2 \ 2 2 \y
1 1 1/1 1 /1
v2fa a2 <y2> 2[5 (y>
und daher weiter

1 1 1 /1 1 1 1
2/zz<yz>+4/za(y)—3/zz‘/zz+ o

Aber die erste Methode gibt

1 1 1 1 1
2 2 7 EREE

woher wir schlieflen, dass sein wird
[L()=lfL Lyl
22\y2) 2/ 22 22 2]z
/11 _1/11
2 \y) 2/) 222 %

Die obere Schlussfolgerung verschafft aber

/11 _3/11_5/1
2 \y) 2J)z22 22 2] z¥

und

welche sogar mit der Wahrheit vertraglich ist, weil gilt [ Z% [ Z% = g—g und

1

= %, so dass auch der erste Teil, weil keine Unendlichkeit im Wege

steht, zur Wahrheit fithrt, weil er nur dann vom wahren Wert abzuweichen
scheint, wann immer das Quadrat der Unendlichkeit f % . %, wie es in der
ersten Ordnung passiert, in die Rechnung eingeht; dadurch selbst wird die aus
der ersten Ordnung abgeleitete Schlussfolgerung schon nicht unwesentlich

bestatigt.

FUNFTE ORDNUNG, IN DER m + 1 = 5IST

§14. Es sei zuerst m = 4 und n = 1, woher fiir
/1/1_/1
z4 z z5

13



dieser Ausdruck hervorgeht

JESES EIORIERE 2/24/
HONEIOME

z3
SR EI)
woher wir erschliefSen

HONEHONHONESENEE

Aber die erste Methode gibt

HONEIONENEIE

nach Abziehen welcher Gleichheit von jener zuriickbleibt

[2) 56 -150) 2 7 52 =

Zweitens sei aber m = 3 und n = 2 und fiir

1 1 1
/ B 2 / 2
wird aufgefunden

sl i w5 () w() 2 = )5
vof i e ()2 5 (E) -3 4 )

und daher
1 /1 1 /1 1 1 1
E: v S 7 NESEME

genauso wie die erste Methode liefert; daher wird also

[xG) =513 /5

/5
(7

14



Daher werden aber nicht einzeln die Summen der Reihen f Z% (%) und

S Z% (;—2) nicht bestimmt. Unten [§30.] werden wir aber zeigen, dass gilt
/1 1 _3/1 /1_9/1
B\2) 22 ) 3 2] 55
[EYEA YRR AN p
2 \y¥) 22 ) 28 2 )25

FUNFTE ORDNUNG, IN DER m1 + 1 = 6 IST

und

§15. Es sei zuerst m = 5 und n = 1 und es wird gelten
NI RYLN e
z z z 2> \y z z z z
1 1 1 /1 1 /1
LU 2 )5 E)
1 /1 1 /1
VEIONEOL
woher wird

HONHONHGNEOREE
NEN BN EVER

Weil aber die erste Methode gibt

HONHOREIETE

wird daher durch Herausstof3en der unendlichen Terme

0I5 A G SO /2

Als zweites werde genommen m = 4 und n = 2 und es wird sein

I e e EN BV RIENE
RESENEICRIEICRIELD
SE

15



oder

ORI ECRIETEDE

Es sei drittens m = 3 und n = 3, und weil die beiden Teile gleich werden,
wird man haben

[ f b hma L [ (R o L () e 2 ()

oder

o S(3) o 5 () ) 5w b S A oSS

Mit diesen wurden diese zwei aus der ersten Methode entspringenden ver-

bunden
1 /1 1 /1 1 1 1
/zz<y4>+/z4<yz>:/z4/zz+/za
JEVENYR RN

und daher werden die einzelnen Reihen unterer Form so bestimmt:
/1 1 _3/1 1_1/1 /1_7/1
2 \y) 24 22 2) 28 )23 2) 2%
JR() =l L L]
2 \y2)  3)z )22 2 ) 2B z6’
[L() =1L Lt
2BZ\y) 2/ )2 2]z
/1 1 _19/1 /1_/1 1_8/1
2\yt) "3/ A ) 2 B 73 267
dann wird aber unter Verwendung der zuerst gefunden Gleichung erhalten
/ 1_4 / 1 / 1
26 7] 24 ) 2%

4 6 . . T
was wegen [ 21—2 =, 21—4 = Zyund [ Zl = gg5 mit der Wahrheit vertrdglich

ist.

und

16
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SECHSTE ORDNUNG, IN WELCHER m +n = 7 IST

§16. Es sei zuerst m = 6 und n = 1 und es wird sein
1 1 1 1 1 1 /1 1
[ali-fo=2a )i [a() 2 2 2
2L / S [E () LA
26 Yo 2\ 2B\
NENEARYENEATEYE
2\ P 2\ 2 2% \y)’
woher wir diese Gleichung erschliefien
1/1 1 /1 "1 /1 1 1
/zy6+/zzy5+/z3y4+/z4 2
ENEIENERTE / /1
)z )z A = = z7

HONHODEVEIE
HONEORHORHONEY

4 z3

Weil aber ist

2 \4p 2\
1 1 1 1

I ENE R EN e

Es ist aber auch

[2(F) () == 27
R EYEA RN E IR EY Y

woher man haben wird

B R E S EN ES ETES

17



Es sei zweitens m = 5 und n = 2 und es wird sein

/ z5 / z2 / 7= 10/ / / <
1 1 1 1
ES A /4/3 10/*-/;
_ / 11y 711 2
z? 2 \ 4
1 /1
‘4/z5<y2) /6(y>'
woher diese Gleichung erschlossen wird
1 /1 1 /1 1
IE: » w2 [ AT 5 \2
11
—/;z'/;s+6/;4'/;3+/?'
welche durch die aus der zuerst erwdhnten auf diese zurtickgefiihrt wird

[al@) ol (@) =4/ [52] 7

Es sei drittens m = 4 und n = 3; es wird sein

JhofS-T3me s fhem [ 5 (3) o/ 5(3)
RIEORIESES YL EVETEY
oz () 5 @) 0 = 6)

daher wird erschlossen

JEG) 2 A a3 (s o/
T ST Y E S o

welche mit der zuvor gefundenen {ibereinstimmt, so dass daher nichts Neues
gefolgert werden kann. Daher wird also nun zuerst die Summe dieser Reihe

1 (1 . . ' T N
IE; (?) bestimmt, dann aber diese zwei zusammen [ (?) +2[% <?),

26
wenn aber jede der beiden einzeln bekannt werden wiirde, dann wiirden auch

die zwei iibrigen [ % (%) und [ 5 ( ) bekannt werden.

)5 ()
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SIEBTE ORDNUNG, IN DER m + n = 8 IST

§17. Es sei zuerst m =7 und n = 1; es wird sein
[zl 5=120G) 2z s w =253
27 ) z 2 ) 27 \y z2 ) z6 2 ) A 26 ) 22
WG NEA A NEATANE!
z \y7 2 \ yf 2\ 24\
WEYEARENEA ARG
25\ 26 \ 2 7 \y)’
welche letzte Zeile tibergeht in
[N R S TR AR NS R RN
z 27 22 26 z3 25 2/ z* z¢ 2/ 28
und es wird sein
/1 1 _3/1 /1_/1 /1+3/1 /1_9/1
Z\y) ~J 22 J =z 2 )5 22 A 2]
Zweitens sei m = 6 und n = 2; es wird sein
1 /1 1 1
/26 /22/28 /26 /22 /z6<2>_6/z7<y 4_2/72 /26
1 /1 1 1
LN L SRR RIANEY
1 /1 1 1 /1 1 1
REIONEOREORIED
oder

[2(e) w25 ()2 (o) e () v 5 (5)
+12/z7<y>:13/26'/22+/z8+6/z4'/z4'

welche auf diese zuriickgefiihrt wird

3G 2) 3 ()
NS EN RS VEN Ea T
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Es sei drittens m = 5 und n = 3; es wird sein

5 fhmn e 3 5 (3) <5 (3) /3 ()
_6/14'/ 20/z6 /zz+/1< > /214(;4>
o L (3) L))

woher wird

/;<;5)+3/;(J4) [5(e) )= () 2 (5)
SN ENESE

o[ () =)+ 7 (5)
z
1 771
—30/;6‘/;z+§/;4‘/;4‘§/;8-
Es sei schliefSlich m = 4 und n = 4 und es wird gelten
1 1 1 1 1 1
5./;4'/;4—5/;8—2/ /*20/ /22 /z4<4>
1 1 1 1 1 /1
S GORUEIGEIES
und daher

1 1 1 1 1 /1 1 1 1 1
4/z5<y3)+10/z6(y2>+20/z7<y) —20/;-/;2+/;4-/;,

welche Gleichung mit der vorhergehenden dieselbe Bestimmung enthilt und
auf diese Eigenschaft reduziert wird

JENESUE

welche mit den von mir gefunden Werten [ J = Z und [ ¥ = o= iiberaus
konform ist. Wenn aber diese letzte Gleichung mit dem zweiten Fall verglichen
wird, wird daher erschlossen

eI R R EN E ST EN ESIE

oder
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oder
/1 1 _/1./1_/1./1+1/1./1
Z7\y) J 22 J 2z 2 )5 2] )

welcher Wert mit dem ersten Fall verglichen liefert

JENERUERY RN
z2 ) 26 2 )2 2) %
welche Gleichung auch mit der Wahrheit vertraglich ist. Daher erlangen wir

aufler der Reihe [ Z% (%) und den Bestimmungen der ersten Methode nur

diese eine neue Bestimmung

1 /1 1 /1 1 1 971 1
2/z5<y3)+5/z6(yz> =05 53]z
und daher lassen sich also die Summen dieser Reihen f 21—5 <%> und f (%)
nicht einzeln bestimmen.

ACHTE ORDNUNG, IN WELCHER m +n = 9 IST

§18. Fiir diese Ordnung gibt die erste Methode diese Gleichungen

1/1
/* +/ e EAE
1
27 \y? :/22 /27 /29’
1 1 1
% #\p S ERERIE
1 1 1 1 1
s 2\ ?/?4'/?*/?9—
Die zweite Methode verschafft aber aufierdem diese Bestimmungen
/1 1 _5/1_/1./1_/1./1_/1./1
#\y) -9 72 27 -3 26 ! 257
1 /1 1 /1 1 /1 1 1
2/25<y4>+5/ze(ys>+5/z7(yz):10/zs‘/z«
1 1 1 1 1 1
/6<3>+3/z7<>:6/z4'/z5‘6/zs'/zé‘w/z9~
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Weil also in dieser Ordnung 8 Reihen der Form auftauchen, welche wir
betrachten, reichen diese sieben Gleichungen nicht aus um alle zu bestimmen;
wenn aber anderswoher aufSer der Reihe Zlg (%) eine einzige der iibrigen
summiert werden konnte, wiirden daher die Summen géanzlich aller bekannt

werden.

NEUNTE ORDNUNG, IN WELCHER m + n = 10 IST

§19. Aus der ersten Methode erlangen wir fiir diese Ordnung diese Glei-

[2@) [=G) =12 o [
o) Ia(@) =[5 15+
@) Iz G) =[5 17+
[ale) I5(G) =l fa o

[3(5)-2l5 5+ =

weil ja also hier 9 Reihen auftauchen, gibt fiir deren Summation die zweite
Methode zuerst

1 /1 1 1 1 1 1 1
IE y :3/?'/;8‘/?/#3/;4'/;6
/25 /25 210’

aber von den iibrigen vier Gleichungen, die daher gebildet werden, bestimmen
zwei nichts anderes aufSer einer bekannten Relation nach welcher gilt

eV ERE
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aber die zwei tibrigen liefern
1 1 1 1 1 1 1 1 7 1
J=)+7(s) ¢z 55 /52>
1 1 1 /1 1 1 1 1
2/z7<ya>”/zs<yz>:14/23‘/27‘45/24' %
1 1 1
)5 5+

so dass noch eine Bestimmung fehlt, um alle Reihen dieser Ordnung zu
summieren.

§20. Uber die Bestimmungen welche diese zweite Methode verschafft, tau-
chen die folgenden zu bemerkenden Dinge auf: Erstens werden nur in der
ersten, zweiten, dritten und fiinften Ordnung alle Reihen unser Form be-
stimmt, in allen tibrigen fehlt eine einzige Bestimmung, dass alle sich dorthin
erstreckenden Reihen summiert werden konnen, so dass, wenn anderswoher
eine solche Bestimmung dargereicht werden wiirde, die ganze Aufgabe er-
ledigt werden konnte. Zweitens verdient auch fiir die Ordnungen, in denen
m + n eine gerade Zahl ist, besonders bemerkt zu werden, dass diese Methode
dieselbe Relation zwischen den Summen der gerade Potenzen

1 1 1
IEIET S

offen legt, die ich einst aus in hochstem Mafse verschiedenen Prinzipien ge-
funden habe, obwohl dennoch hier die Quadratur des Kreises, von welcher
diesen Summen abhéngen, nicht berticksichtigt wird. Daher hatte es sich sogar
erwarten lassen, dass fiir die Ordnungen, in denen m + n eine ungerade Zahl
ist, eine dhnliche Relation zwischen den Summen der ungeraden Potenzen
hervorgehen muss, was sich aber weit anders verhalt, weil gewisse der Bestim-
mungen, die fiir diese Ordnungen aufgefunden werden, gianzlich miteinander
tibereinstimmen, dass daher vollkommen nichts gefolgert werden kann. Weil
dies wider jeder Erwartung passiert ist, ist dieser Mangel einer vollstandigen
Bestimmung der ganzen Aufmerksamkeit wiirdig anzusehen.

§21. Dirittens ist zu bemerken, dass in allen Ordnungen eine einzige Reihe

unserer Form immer vollstandig bestimmt wird, diese ndmlich, die mit der

Formel [ ZW% (1> angezeigt wird; weil aber ihre Bestimmungen, je nachdem

¥
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ob m + n eine ungerade oder gerade Zahl war, einem anderen Gesetz folgen,
wollen wir diese hier getrennt vor Augen fiihren.

FUR ORDNUNGEN, IN DENEN m + n EINE GERADE ZAHL IST

<) /zz /z4 z/z3 /zs T
() sf b i et At
() - 3/22‘/28‘/.zs‘/y+3/24'/26—2/25-/215

[50)-sfh /il EVPSIEVENENE
VNI

welche Ausdriicke so auf die Gradheit der Zahlen m und n beschrankt sind,
dass sie durch Interpolation auch auf die ungeraden tiibertragen werden
konnen.

etc.,

FUR ORDNUNGEN, IN DEREN m + 1 EINE UNGERADE ZAHL IST
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Hier steht aber nichts im Wege, dass diese Ausdriicke auch auf die geraden
Ordnungen iibertragen werden.

§22. Nachdem aber die Interpolation in herkdmmlicher Weise durchgefiihrt
worden ist, werden sich diese Summationen fiir alle Ordnungen so verhalten:

T
5/24 /z2 /zz’
6/25_2/272./23’
7/26_2/22 /24 /z1 /
8/27_2/22 /
9/28_2/22
w/+ fhf e
210 /22 /28 2/213/
woher im Allgemeinen, wenn m + n = A gesetzt wird, sein wird
2/zA11(> A+1/ /ZZ/Z/\Z /23/ZA3 /24/23_4
NEDE

§23. Bis dass aber dieser Ausdruck in Zweifel gestellt werden kann, werden
diese Ausdriicke fiir die geraden Ordnungen mit den zuvor dargebotenen

1
z4
1
2 [ =

N

N

JENES
S ENENEDE
JENE
JENE

2

2

[50)-
/ (5)
[2()
[2()
/2()
/=)
[2G) -

N@‘H oo‘H Nw"_\ Nc\‘*_\

4
1 /1 /1
z4 z5 z5’
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verglichen und daher werden die folgenden Relationen erhalten werden:
5/24_2/212'/212'
7/26_4/22 /214'
9/ _4/7 /z6+ /24 /24'
R E R ED
a3
etc.,

die mit denen, die ich einst gefunden habe, Vollkommen im Einklang stehen.

Wenn wir namhch festlegen [ - L = an?, = B, = b, 1 =

o8 f o= = e, etc., wird natiirlich, so wie emst bew1esen habe, sein

58 = 2aun,

7y = 4ap,

96 = 4ay +2Bp,
1le = 4ad + 4B,
130 = 4ae +4p06 + 27,
1517 = 4al + 4Pe + 476,

etc.

§24. Die erste Methode hatte nur fiir die geraden Ordnungen die Summe
einer in unserer allgemeinen Form enthaltenen Reihe geliefert, die sich nach
setzen m 4+ n = 2u so verhielt

/ (}/’*) 2/2# /zl‘ 2/22;:

Nun konnen wir aber mithilfe der zweiten Methode aufierdem aus jeder
Ordnung eine Reihe unserer Form summieren und in der Ordnung m +n = 6
war es sogar moglich, alle diese Reihen zu summieren. Daher ldsst sich
vermuten, dass diese Summation auch bei allen Ordnungen gelingt, auch
wenn die zweite Methode die Aufgabe nicht vollig erledigt; es muss aber
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angesehen, schon sehr viel geleistet worden zu sein, dass, wenn eine einzige
Reihe aufser den zwei erwdhnten einer Ordnung woher auch immer summiert
werden koénnen, daher sofort die Summen aller tibrigen erlangt werden. So
verhilt sich freilich die Sache in den hier entwickelten Ordnungen; aber
wenn wir weiter fortschreiten, werden mehr Bestimmungen als eine zu fehlen
entdeckt.

§25. Damit aber die Beschaffenheit der Gleichungen, welche die erste wie
die zweite Methode fiir jede beliebige Ordnung verschafft, deutlicher erkannt
wird, wollen wir unsere Formeln noch kiirzer so darstellen, dass fiir irgendeine
Ordnung m +n = A anstelle von [ X - [ 1 entweder p* oder p” geschrieben
wird, welche zwei Formeln natiirlich wegen p + v = A fiir gleichwertig zu
halten sind. Und auf die gleiche Weise wurde fiir [ Z% p* geschrieben; dann

werde aber anstelle der Formel f ziy (%) oder f Zi,‘ (ﬁ) g" geschrieben;
und daher werden die Gleichungen der einzelnen Ordnungen klarer werden.
FUR DIE ORDNUNG m +n = 3
g+@=p+p’ | g+ =2p"+p—p° oder g=p-p°
-1 -2
FUR DIE ORDNUNG m +n = 4
g+@ =p+p' | g+ +@ =2p"+p-p*

+1
242 = p* + p* P+ 20 =2p% — P2+ pt
+1+2 +2

FUR DIE ORDNUNG m +n =5
g+qt=p+p | g+ +@+q =27 +2p* +p—p°
1 _2
AP =p+p | 420 +3¢* =2p> +6p" — p*+p
~1 -3 —6

5
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FUR DIE ORDNUNG m +1n = 6

g+ =p+p° | g+@F+@+q + =2 +2p" +p—p°

+1
q2+q4:p2+p6 q2+2q3+3q4+4q5:2p2+6p4_p2+p6

+1 +4 +2
2q3:p3+p6 q3+3q4+6q5=6p4+;93—p6
+1 -3 +6 +6
FUR DIE ORDNUNG m +n =7
9+a°=p+p | qa+P+@ 0+ =27 2+ 2+ p—p]
-1 2

q2+q5:p2+p7 q2+2q3+3q4+4q5+5q6:2p2+6p4+10p6_p2+p7

~1 -5 ~10

7 +3q* +54° + 10g° = 6p* +20p° + p* — p”

Prgdt=p
-1 +4 -10 -2 =20

FUR DIE ORDNUNG m +n = 8

g+q =p+7r® | 9+P+ P+ + P+ +q =207 +2p  + 20+ p— p°
1
q2+q6:p2+p8 q2+2q3+3q4+4q5+5q6+6q7:2P2+6P4+10P6—P2+P8
+1 +6 +2

q3+3q4+5q5+10q6+15q7:6p4+20p6+p3_p8
+1 +5 +15 +10 —20
q* 4 4q° +104° + 2047 = 2p* +20p° — p* 4+ p®

+1 +4 +10 +20 +2 +20
Auf diese Weise lasen sich also diese Gleichungen, so weit wie es beliebt, leicht

Pt =p

2g4 = pt 4t

fortsetzen.
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DRITTE METHODE, ZU REIHEN DIESER ART ZU
GELANGEN

§26. Diese Methode ist der vorhergehenden fast gleich; ich betrachte hier

niamlich die Reihe
JEN (LI -
zn 2m - gm T (z—1)m )

deren Wert auf die obere Weise ausgedriickt dieser ist

1 /1 1

e
aber auf die im vorhergehenden Paragraphen benutzte Weise = ¢" — p™*™";
tiber diese sei angemerkt, dass fiir die erste Methode gilt

qm +qn — pi’l’l_|_p7’l1+1’l — pi’l +Pm+n

wegen p™ = p". Nun ist jeder beliebige Term dieser Form

z" 2m - 3m T (z—=1)m

in dieser Form W enthalten, die, wie wir zuvor in §6 gesehen haben, in

+a)
diese Teile aufgelost werden kann

1 1 n 1 n(n+1) 1 nn+1)(n+2) 1
7 Lot eI T 1. g2 gm2 1.2.3.g043  qm3 e
und

1 1 m 1 m(m+1) 1 L etc

am (x_|_a>n 1. gm+l (x+a)n—1 1-2.gm+2 (x—l—a)”—2 v

wo die oberen Vorzeichen der zweideutigen Vorzeichen gelten, wenn m ei-
ne gerade Zahl ist, die unteren hingegen, wenn m eine ungerade Zahl ist;
dann muss aber jede der beiden Progressionen soweit fortgesetzt werden, bis
schliefllich in der oberen der Exponent des Faktors %, in der unteren hingegen

der Exponent des Faktors xlq die Einheit wird.
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§27. Um also die Summe der vorgelegten Reihe zu erhalten, miissen in den
einzelnen Termen der entwickelten Formel so anstelle von a wie anstelle von x
alle in der natiirlichen Reihenfolge fortschreitenden Zahlen von der Einheit bis
hin zu Unendlich nacheinander geschrieben und alle daher herstammenden
Terme zu einer Summe gesammelt werden. Dann wird aber fiir die Terme des
oberen entwickelten Teils sein

_ . . o.n _ m
a”'xim /z” zm L
1
_ _ nt+l . om—1
/n+1'/ mfl_/ n+1'/ mfl_p =P ’
a X z z
_ _on+2 _ m—2
/an+2 /xm2 /Zn+2 /ZmZ_p =P

aber fiir die Terme des unteren entwickelten Teils

/1. / / /1 1
am (x4 a)" zm zZm \ y"
P —51 :P ’
[am | wrai= [ wm [ [ (e
am+1 (x _,_a)nfl - Zm+1 Zn—1 Zm+1 nf
:pm
1 " 1 _ 1 | 1 1
/a’”+2 / (x+a)r—2 _/z””r2 '/z”*z_/z”“r2 yn—2
:pm
etc.

+1 m+1 _ n 1
—q" —p"t

+2 m+2 _ n—2 m+n
—q =q =P

Nachdem also diese eingesetzt worden sind, wird der Wert unserer Reihe, der
= g" — p™*t" ist, in den folgenden Ausdruck entwickelt

m_ﬁ m—1 TZ(TZ—|—1) m—=2 n(n+1)(n+2) m—3

p 1;7 +71.2 p 12.3 p + etc.
n n—1 m(m+1) n—2 m(m+1)(m+2) n—3

+q jzlq i71‘2 + 12.3 q + etc.

m m(m+1 m(m—+1)(m+2
:Fpern:FTpern:F (1.2 )pm+n:': ( 1'2)F3 )per”:Fetc.
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Weil aber gilt p# = gt + g™ "~ # — p™*t", werden wir haben

nn+1) o a0 nm+)M+2) 5 i
ﬁ(q +q"77) - 1.2.3 ( +q"7)
+etc.+?pm+”— H(T.Zl)pm"—kn(n—lk‘lz)(_ré+2)r7m+”—etc.iq”iTq”1
m(m+1) n,zim(m+1)(m+2)
1.2 1 1.2-3
m(m+1> m-+n m(m+1)(m+2) m-+n
1.2 1.2.3 7

qum_;l(qul +qn+1)+

+

qn73 + etc. e= pern x %pmﬂi

F F etc.

§28. Bevor wir aber zu den pben betrachteten Reihen herabsteigen, wollen
wir im Allgemeinen einige Félle entwickeln.
I. Es sei also m = 1 und die gefundene Gleichung wird diese Form annehmen

0:q_qn_qn—l_qn—Z_m_q_ann—&-l

oder
q2+q3+q4+...+q” _ np”“

wihrend der Exponent der Ordnung 1 + 1 ist, so dass gilt g* + ¢"*17# =
ppt + pn—i-l.

II. Es sei m = 2 und der Exponent der Ordnung n + 2, dass ist g/ + "2 =
p" + p"*2, und unsere Gleichung wird werden

0=q>—n(q+q""") +4"+29" " +3¢" 2 +49"* + ..+ ng

w2 n(m+1)

+np 1.2

oder
1
qn zqnfl 3qn72 (7’1 1)q2 q nanrl n(;l - ) pTH*Z‘

IIL. Es sei m = 3 und der Exponent der Ordnung 1 + 3, dass gilt g* + g" 37+ =
p" + p"*3, und unsere Gleichung wird sein

nn—+1 nn—1 _
O:qB_n(q2+qn+1)+ (1.2 )(q+qn+2)_ (1‘2 )pn+3_qn_3qn 1

nn+1) nmn+1)(n+2)
T 12 1 123

—64""2 — 104" — ... pn+3
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oder

qn +3E]n_1+6qn_2—|—...+ (Tl—i)(;l—Z) 3+n(7;'_21)q2_|_nqn+l

— n(nn+5) n+3 _ _ Tl(ﬂ—{—l) n+2

= G p 1+mn 12
oder auf diese Weise geordneter

—1)(n—-2 -1
qn +3qn71+6qn72_’_m+ (n 1)(; )q3+n(711‘2 )qz_q3+n(q2+qn+l)
Cn(nt1) ., n(ant5)
12 1 6 |

IV. Sei m = 4 und der Exponent der Ordnung n +4 und gu + g" ™ # =
p* + p"™, und unsere Gleichung wird werden

n(n+1
0:q4_n(q3+qn+l)+ (1'2 )

ngfiénﬁ”4+q”+4¢l1+1&f”+ﬂM”3**~+

nn+1)(n+2)(n+3) 44
1-2-3-4

n+1)(n+2)

2, 42 _”(

(9+9")
n(n+1)(n+2)

1-2.3

oder

" w1 o (n+Dnn—-1) , nn—-1)(nn+3n+14) .4
g +49" +10g" "+ ...+ 1.2.3 q- = o p
n(n+1)

nn+1)m+2) s
1-2 '

1-2.3

+q4_n(q3+qn+l)+ (q2+qn+2)_

§29. Wir wollen auch auf gleiche Weise gewisse Fille fiir die Exponenten n
entwickeln.

I. Es sei zuerst n = 1 und der Exponent der Ordnung m + 1 und unsere
Gleichung wird sein

+1
0:qm_qm—1+qm—2_qm—3+m:‘:q +0}pm+liq:‘:pm+1 _q2+q3_q4:|:qm,
woher klar zutage tritt, wenn m eine gerade Zahl war, in welchem Fall die

oberen Vorzeichen gelten, dass die ganze Gleichung eine identische sein wird;
aber wenn m eine ungerade Zahl ist, wird man haben

q2_q3+q4_q5+m_qm — 7p111+1.
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IL. Es sei n = 2 und der Exponent der Ordnung m + 2 und unsere Gleichung
wird sein

+3(m+2
qum_zqm—l +3qm—2_4qm—3_’_q:mq %E 1;}pm+2_2q3+3q4_4q5
R m —

+ o Fmg" £ g? £ mgF (m+1)p" T3,

N

wo die obere Zweideutigkeit fiir die geraden Werte von m gilt, die unteren
fir die ungeraden. Nun werden fiir die verschiedenen Werte von m haben:
Zuerst fiir die geraden Werte

7 — =1,
-7 +q —q =35

- +q -+ —q =3’

= +q =+ —q +q° ¢ =3p",
etc.,

I
® o N

3 8§ 3
Il

darauf fiir die ungeraden Werte

m=1: q2:2p3,

m=23: 3q2+q3—3q4:3p5,

m=>5: 5¢°—q° —q*+3q° +5¢° = 4p’,

m=7: 7q2—3q3+q4+q5—3q6+5q7—7q8:5;99,

m=9: 99> —5¢ +3¢* —q° —q°+ 39" — 5¢° +79° — 9¢'° = 6p",
etc.

ITI. Wenn wir festlegen n = 3, werden die einzelnen Fille angenehm griindlich
untersucht und es gilt: Zuerst fiir die gerade Zahlen m

m=1: q2+q3:3p4,

m=3: 6g°+6q +3q*—6q° =7p°,

m=>5: 15¢° —5¢° + 64* — 7¢° + 104° — 159" = 13p°,

m=7: 28g%—14q° +13¢* — 12¢° + 13¢° — 164" + 214 — 284° = 21p"°,

etc,,
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fir die geraden Ordnungen hingegen

m=2: 3¢*+¢°—3q* =3p°,

m=4: 10g> —2¢° — 2¢* + 64° — 104° = 8p’,

m=6: 21¢°> —9¢° +3¢* +3¢° — 9¢° + 15¢" — 21¢® = 15p°,

m=8: 36q>—20g° + 129" — 4¢° — 4¢° + 129" — 204® + 284° — 364'° = 24p",
etc.;

hier wird sich fiir jede der beiden Ordnungen die Form der Gleichung im
Allgemeinen ausgedriickt so verhalten: wenn m eine gerade Zahl ist

(m+1)g> — (m —3)g°> + (m —5)q* — (m —7)q° + ... — (m + 1)qg" >
m+4 m+3.

2 P

wenn m eine ungerade Zahl ist

m(m +1)g* — (mm —3m)q> + (mm — 5m +12)g* — (mm — 7m + 24)q°
+ (mm — 9m 4 40)q® — (mm — 11m + 60)q” + ... — m(m + 1)g" >

_ mm+4Am+7 .5
-2 T

§30. Nun wollen wir die einzelnen Ordnungen durchgehen und die durch
die zweite Methode gefundenen Gleichungen mithilfe der Formel p* = g* +
g" Tk — p™*" quf dhnliche Formen, von welcher Art wir sie hier erhalten
haben, zuriickfiihren.

ORDNUNG m +n =3

Meth. I Meth. IT | Meth. III

Gg+7=p+p | @ =2p | > =2p.

ORDNUNG m +n =4
3q2 . q3 — 4p4
4q2 . 4q3 — 2p4

9 +q =3p%,
2q2 . 2q3 — p4,

g+ =p+p
207 = p? + pt

und g :%p4, wegen pz:%p‘1 also g :%p.
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ORDNUNGm +n =25
G+ =p+p | P+P+q =4 | PP +q =4,
q2+q3:p2+p5 0=0 3q2+q3_3q4:3p5’

q4 — 3p5 _ p2 + PS; q3 — _%pS +3p2’ qZ — %PS _ 2p2‘

ORDNUNG M +n =6

q+q5:p+p6 35]2—¢73+3q4+q5:6196 q2+q3+q4+q5:5p6,
q2+q4:p2+p6 8(]2—2(134'55]4—85]5:8]76 4(12"‘2[13"‘{14—4(15:6}76/
29° = p> + p° 129 + 6q* — 124° = 14p° 64> +3q* — 69° = 7p°,

qz—q3+q4—q5=%p6.
Also

P =p—1p gt = pS_%p6, P =1+ 1 P = p2_p3+§p6, ¢ =Ip°—pP—Lpt
Wegen p? = %p6 wird sein
¢ =—5p°+3p7 =30 @ = 1 =30 4t = =3P, @ = 3, = -

ORDNUNGm +n=7
q+°=p+p | PP+ 0+ =6p”
q2+q5:p2+p7 4q3+3q4_2¢75:6p7
q3+q4:p3+p7 4q3+3q4_2¢75:6p7

7+ +q"+q 4" =6p,
582+ 3% +2¢* + ¢° — 5¢° = 107,
1092 4+ 24° + g* + 4¢° — 104° = 14p7,
104° — 2¢° — 2¢* + 64° — 104° = 8p7,
5q2 o q3 . q4 +3q5 . 5q6 — 4]’—77}
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daher wird gefolgert

0° = +4p” — p> — 1%,

7 = —10p” +5p* + 2p°,
q* = +18p” — 10p?,

P = —17p" +10p2 + p°,
7> = +11p” — 4p* — 2p°.

ORDNUNG m +n =8
g+q =p+p’ 30° =’ +34" —q° +30° — ¢ = 8°
q2+q6:p2+p8 12q2_2q3+9q4_4q5+7q6_12q7:18p8
P+ =p>+p®| 304 * +9¢* — 64° + 15° — 304" = 38p°
2q' = p*+p® | 40q% x +4q* — 8% +204° — 4047 = 42p°

P+ 4+ +q =7p,
6% +44° + 3q* +2q° + q° — 647 = 15p®,
154% + 5¢° + 3" + ¢° + 5¢° — 1597 = 25p",
209> * +2q* —4q° 4+ 104° — 2047 = 21p",
159> — 5¢° + 6q* — 7¢° 4+ 10q° — 154" = 13p®,
=+ =+ —q = 3"

und daher wird gefunden
g = —pP— = Lp,
g =P8+ 32— pP 4 3pt,
g =p*—p’+3p%
alle tibrigen Gleichungen verschmelzen zu dieser einen
4¢° +104° = 20p® — 9p*

wegen 7p® = 6p* und auch diese dritte Methode verschafft keine vollstan-
dige Bestimmung, obwohl dennoch fiir die Fallem +n =5und m+n =7
dargereicht worden war.
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ORDNUNGm +n =29

Hier werden wir mithilfe der dritten alle Dinge bestimmen und das auf eine
einzige Weise, wie folgt

q8 — +5P9 _ pZ _ p3 _ P4/

q7 — _3275p9 +7p2+2p3+4p4,
9°=+3p" - 21p* « —6p",
g = —12p’ +35p" « +5p,
gt = +57p" = 35p" x —4p,
P = —873}99 42102 4 p® 4 6pY,
7* = +Zp° —6p* —2p° — 4p*.

Nachdem die zehnte Ordnung weggelassen ist, bemerke ich, dass auch die der
elften vollkommen bestimmt werden kénnen; nach Ausfiithren der Rechnung
wird ndamlich aufgefunden

q10
q9
5]8
q7
q6
q5
q4
q3
5]2

§31. Wenn wir diese

=6p11—p2—p3—p4—p5,
= —27p" 4+ 9p? 1 2p® + 6p* + 45,
= +83p' —36p” * —15p* —6p°,
= —Fp! +84p? x +21p" +4p°,
= +28p! —126p* x —21p*,

= —%p 1 126p% * +21p* +p°,
+3BIp —84p? « —20p* — 4p°,
—82p'! +36p” + p* + 15p* + 6p°,
= +28p11 — 8p2 - 2p3 — 6;94 — 4p5.

Gleichungen aufmerksam betrachten, entdecken wir in

den Koeffizienten des ersten Termes nicht schwer die folgende Struktur
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11 9

p p p p
m+n=11 m+n=9 m+n=7 m+n=
6 — 1+l 5 — 9+l 4 = 7+1 3 — 5+l

2
27=10-6-6 | 2-¥=8.5-5 |2.10=6-4—4 | 2-3=4-3-3
83=9-27+6 | 3-£=7.245 |3.18=5-10+4 | 3-1%=3-2+3
32 =8.83-6 | 4-2=6--5 |4.17=4-18-4 | 4.2=2-1_-3;
A8 —7.3 46 | 5-F =5.1245|5.11=5-17+4
Ml —6.28_6| 6-8=4.Z 5| 6.3=2-11—4
Bl o5.48l16 | 7.%7=3.845
8-82=4-3l ¢ 8-4=2.% 5
9-28=3-82+6
10-5=2-28—6;

\]O\U—IH;QJI\)

es ist ndmlich es ist ndmlich es ist ndmlich es ist ndmlich
g==5pt+p+p? | q=—4p"+p+p* | q=-3p +p q=-2p°
+p°+pt 4 +p° +ph +pi+p. +p+p*

§32. Wir wollen versuchen, daraus die Gleichung fiir die Ordnung m +n =
13 zu derivieren, weil ja zugleich das Fortschreitungsgesetz fiir die ungeraden
Ordnungen klar gemacht wird.

72 = +Ap — P P Pt P S,
gl = —Bp" + 11p% +2p° + 8p" +4p” + pp°,
70=+CpP— s« - 28pt—ept
¢ =-DpP+ 1657« + (56+1)pt+4p° + 6p°,
¢ = +Ep®—  330p* x — (0+8)pt x —epf,
7 = —Fp+  ae2p? x +(56+28)pt x + (P,
7 = +GpP - 462p”  x  —(28456)p* «  —pp°,
@ =-Hp®+  330p> x + (8+70)p*+ p°+ 6p°,
¢ = +IpP - 1657« - 56p" —4p° — 1p°,
@ = —KpB+  S5pP4 P 28p* + 6p° + xp°,
P = +Lp® — (11— 1)p* — 2p° — 8p* — 4p° — Ap°.

Fur die Unbekannten ist
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A = 13+1

H, A=7, A =B,

2B =12A -7, B=17, X=7

3C = 11B+7, c=2%, 1=6,

4D =10C — 7, D =357, 0 =e,

5E = 9D +7, E = 644, n=0-1

6F = 8E -7, F = %, und es wird gesehen, dass ist
7G= 7F+7, G =17, B=6, A =6,
8H = 6G—7, H = 643, v =15, x =15,
91 = 5H+7, I =358, 5 =20, 1 =20,
10K = 4I-7, K=2, e =15, 6 =15,
11L = 3K+7, L=72, {=6+1, n=6.

§33. Damit die Struktur dieser Gleichungen deutlicher erkannt werden und
die hier auftauchenden Unregelmafigkeiten verschwinden, werden wir gemafs
der einzelnen ungeraden Ordnungen diese Gleichungen so darstellen:

ORDNUNG m +n =23

2 __ 3 _ 3+1 _
q* = Ap A=25 =2

g=—-Bp’+p| 2B=2A-2

ORDNUNG M +n=>5

4 _ 5 2 _ _
gt =+Ap° —p A=°3=3
7> = —Bp’ + 3p? 2B=4A-3
7 =+Cp° —3p*+p* | 3C=3B+3

q:_Dp5+p2—|—p 4D =2C-3
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ORDNUNG m +n =7

6 __ 7 2 3 _ 741 __
4 =+Ap —p*—p A= =4
q°> = —Bp’ +5p* +2p° 2B = 6A —4
gt = +Cp” —10p? « 3C = 5B +4

7® = —Dp” +10p* x +p® | 4D =4C —4
q* = +Ep” —5p* —2p> +p* | 5E=3D +4
q:—Fp7+p2+p3—|—p 6F =2E —4

ORDNUNG m +n =9

6]8=+A;99—p2—p3—p4 A:92i1:5
q’ = —Bp’ +7p* +2p° + 4p* 2B=8A-5
g° = +Cp° —21p* * —6p* 3C =7B+5
7> = —Dp’ +35p% x +(4+1)p* 4D =6C —5
q* = +Ep® —35p* + —(1+4)p* +p* | 5E=5D+5
7 = —Fp’ +21p* * +6p* +p° 6F =4E —5
7> = +Gp’ — 7p* — 2p° — 4p* + p? 7G =3F+5
g=-Hp +p*+p +p*+p 8H =2G -5

ORDNUNG m +n =11

q10=+Ap11—p2—p3—p4—P5 A:%:6
7’ = —Bp" +9p* +2p° + 6p* + 4p° 2B=10A -6
7® = +Cp't —36p* x —15p* —6p° 3C=9B+6
g = —Dpl +84p% « +(20+1)p* + 4p° 4D =8C —6
q® = +Ep't —126p* x —(15+6)p* « 5E=7D+6
7 = —Fpt 4 126p* x +(6+15)p* * +p° 6F = 6E — 6
g* = +Gp' —84p* x —(1+20)p* —4p° +p*| 7G=5F+6
7® = —Hp" +36p* x +15p* +6p° + p° 8H =4G -6
q2:—|—Ip11—9p2—2p3—6p4—4p5—|—p2 9] =3H+6
g=—Kp' +pP+p +pt+p+p 10K =2I-6

40



ORDNUNG m +n =13

L]12=+AP13—)U2—P3—P4—P5—P6 A:%:7
q"' = —Bp® + 11p* + 2p° + 8p* + 4p° + 6p° 2B=12A—7
g0 = +Cp'® —55p% « —28p* —6p° — 15p° 3C=11B+7
g’ = —Dp® +165p> + * + (56 + 1)p* +4p° +20p° 4D =10C —7
g = +Ep™ —330p% x —(70+8)p* — x —15p° 5E=9D+7
q = —Fp'® +462p* x +(56+28)p* + * + (6+1)p° 6F = 8E —7
g° = +Gp"® —462p% x —(28+56)p* x —(1+6)p°+p° | 7G=7F+7
g° = —Hp™ +330p* * +(8+70)p* % +15p° + p° 8H = 6G —7
gt = +Ip*® —165p* « —(1+56)p* —4p> — 20p° + p* 9 =5H +7
7 = —Kp® +55p* * +28p* + 6p° + 15p° + p° 10K =41 -7
7 = +Lp" — 11p* — 2p® — 8p* — 4p° — 6p° + p? 11L =3K+7
g=-MpP+p +p +pt+p7 P+ p 12M =2L =7

§34. Hier scheinen die Koeffizienten von p? vom Bildungsgesetz der folgen-
den geraden Ordnungen abzuweichen, weil sie in der Ordnung m 4+ n = 13
aus den Koeffizienten des zur Potenz 11 erhobenen Binoms gebildet werden,
wahrend die folgenden aus den Potenzen 8, 6 gebildet werden. Aber dieselben
konnen mit jenem Koeffizienten auf diese Koeffizienten dargestellt werden,
dass sie mit dem Bildungsgesetz der folgenden zusammenhéngen:

~1, +(10+1), —(45+10), +(1204+45), —(210+120), etc;

auf diese Weise werde ich also die Gleichung der Ordnung m +n = 15
darbieten.

ORDNUNG m +n =15

q14 _ +Ap15 o p2 . p3 o p4 - p5 - p6 . p7,
B = —-BpP®+ (2+1)p*+2p° + 10p* + 4p° + 8p° + 617,
g2 = +Cp® — (66 +12)p* * — 45p* — 6p° — 28p° — 15p7,
"' = —Dp® + (220466)p> * + (1204 1)p* +4p° + 56p° + 20p7,
g0 = +Ep'> —(495+220)p> x — (2104+10)p* —% — 70p° — 15p7,

— — ~— —
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—Fp'® + (792 + 495) p* + (252+45)p* x  +(56+1)p®+ 6p,
= +GpP — (924 +792)p* * —(210+120)p* * —(28+8)p® x ,
—Hp® + (792 +924)p*>  x  + (1204210)p* * +(8+28)p° x 47/,
+Ip"® — (4954+792)p> x — (45+252)p x  — (1+56)p° — 6p” +p°,
( ) )
)
)
)

*

[e ]

|

=)}

a1

= —KpP® +(220+495)p> * + (10+210)p* * + 70p° + 15p7 + p°,
= +LpY® — (66+220)p> * — (1+120)p* —4p°— 56p° — 20p” + p*,
= —MpP+ (12+66)p> * + 45p* + 6p° + 28p° + 15p7 + p°,
= +NpP° -  (1+12)p*> —2p° - 10p* — 4p° — 8p° — 6p” —p?,
= —0pP+ PP+ P+ pt+ PP+ PP+ P+ p

w >

QQNQQQQQQQ

Und nun ist das Fortschreitungsgesetz nicht allzu komplex und lasst sich
leicht an die hoheren Ordnungen anpassen.

§35. Weil aber dieses Gesetz, weil es ja doch auf Induktion gestiitzt ist,
weniger sicher scheinen konnte, werden génzlich alle Zweifel beseitigt werden
konnen, wenn anstelle der geraden Potenzen von p ungerade eingefiihrt
werden, weil natiirlich fiir die elfte Ordnung den Potenzen p? und p* die
ungeraden p’ und p’ gleichwertig sind.Darauf kénnen auch die Koeffizienten
A, B,C, D, etc. mit einem um vieles einfacheren Gesetz dargeboten werden,
welche unmittelbar aus den Koeffizienten des zur selben Potenz, von welcher
Ordnung diese Gleichungen gesucht werden, erhobenen Binoms fliefit, und
zwar auf diese Weise:
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ORDNUNG m +n =11

3 5 7 9

4 p
(1+11) | =1| -1 -1 -1 —1| +p=pY
(1—55) x | 42| +4 +6 +8+1
( )| x| =1] —6 —15| —28-8| +p>=p®
( )| = x | +4 | +20+1 | +56 + 28
( )|+ | x| -1| =15—-6| —70-56 | +p° = p°
(1—462) | % | % | +1| +6+15| +56+70
( )
( )
(
(

p p

<
.

Nej o
|

o]

N

<)}

W

[6)]
NI= NI= Nl NI= M= Nl NI= Nl= Nl= M=

x | x| —4| -1-20| —28-56| +p’ = p*
x | +1| +6 +15 | +8+28
1+ 55) x | —2| —4 -6 ~1-8| +p° =p?
1—11) | +1| +1| +1 +1 +1

[e8]

N

B I N R N . T I R S R~

—

In jeder beliebigen vertikalen Spalte werden natiirlich die Koeffizienten des
zur um eine Einheit geringeren Potenzen erhobenen Binoms sowohl von der
hochsten nach unten wie von der untersten nach oben geschrieben und, wo
zwei zusammenlaufen, werden sie zu einer Summe gesammelt.

§36. Daher wird es nun moglich sein,fiir alle ungeraden Ordnungen die
Sachen im Allgemeinen zu definieren; aber weil ja hier die Koeffizienten eines
Binoms von Potenzen auftauchen, damit wir fiir Kiirze sorgen, wollen wir
schreiben

nn—-1)n-2)---(n—v-1)
1.-2.3...vp =n(v),
dass gilt
n© =1, n@)=n n@)="U"1 et DO

wo es forderlich sein wird bemerkt zu haben, wenn v grofier war als n,
dass immer n(v) = 0 ist, aber wenn v = n, dass n(n) = 1 und allgemein
n(v) = n(n —v) sein wird. Nach Erhalt dieser Notation werden sich die
allgemeinen Gleichungen verhalten:
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ORDNUNGm+n=A

) +0(0) 2(0) +4(0)
g =p (A +0(A_2)}P 2(7 2)}p3+4(A—2)}p5
i , ~0(1) 2(1) —4(1)
770 =« +501-A@2)p —O(A—B)}p (A 3)};:3 —4(A—3)};75
) +0(2) +2(2) +4(2)
P =p (1+A(3))PA +0<A_4)}P (n 4)}1”3 +4(A—4)}p5
. 1 ~0(3) 2(3) —403)
7=« +§(1—/\(4>)P/\ —O(A—5)}p 2(A 5)}P3 —4()\_5)}p5
) +0(4) 2(4) +4(4)
g = (1+A(5))PA +O(A_6)}P 2(7 6)}”3 +4(A—6)}p5
etc.,
woher wir schliefien, dass im Allgemeinen wird:
I. wenn v eine ungerade Zahl ist
gt = prv %(1+A( )pt +OEZ:1)_ 1)} p Ez:i)—l)} P
(v—1) +6(v—1) ,
(/\_V_l)}p5 (A_V_1>}p7etc.,

ILI. wenn v eine gerade Zahl ist

7= s ra—at 00T )}p _2<”:1)_1)}p3

Die Terme dieser Gleichungen miissen aber nicht weiter als die Formel p*~2,
die den letzten Term liefert, fortgesetzt werden.

§37. Aber diese Summationen haben nur Geltung, wenn der Exponent m +
n = A eine ungerade Zahl war; und daher ist es auch moglich mithilfe von
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diesen Gleichungen die Summen aller in dieser Form enthaltenen Reihen

1, 1 1T 1, 1 1 1
+ (145 +m(ltmt g

omn ) 3m on 3n ) 4m 3n 4n ) +etc.

1
darzubieten, wenn nur m + n = A eine ungerade Zahl ist. Aber diese Summen
werden durch die Summen der reziproken Potenzen definiert, welche ich mit
dem Buchstaben p auf diese folgende Weise darstelle

1 1 1 1
]9 _1+2A+73/\+4 5A+etc
und
1 1 1 1
Pm:P ( +f+371+f+etc)( +37+ +etc)

Hier miissen aber zwei Félle unterschieden werden, je nach dem ob m entwe-
der eine gerade oder eine ungerade Zahl war; man wird ndmlich haben: I. im
Fall, in dem m eine gerade Zahl ist,

A +0(n—1)}p +2(n—1)}p3

m

7" =P+ (1 A)p

+0(m—1) +2(m—1)
+4n—-1) | 5 +t6(n—-1)| , +A=-3)n-1)| ,,
wam-1[" vem-1[F T +ra-3ym-[F 7

IL. im Fall, in dem m eine ungerade Zahl ist,

Y En_l)}p _z(n_l)}zf’

—0(m—1) —2(m—1)
—4(n—1) —6(n—1) —(A=3)n-1)) ,_
—4(m—1)}p5 —6(m_1)}p7.., _(/\—3)(m—1)}pA -

Nach diesem Gesetz wiirde der dem letzten folgende Term werden

A=1)(n—1) A
A=1)m-1)[""

wo angemerkt sei, dass immer gilt

A=1)(n—1)4+A=1)(m—1) = A(n) = A(m).
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§38. Aber wenn der Exponent der Formel m +n = A eine gerade Zahl war,
konnen diese Formeln in keinster Weise Geltung haben, weil im Fall der
Ungeradheit die Formen p, p, p°, p etc. wegen p™ = p" auch diese geraden
p?, p*, p® etc. in sich umfassen, was aber im Fall, in dem m + n eine gerade
Zahl ist, nicht passiert. Aber die drei hier gebrachten Methoden reichen nicht
aus, um die Summen der geraden Ordnungen zu bestimmen, weil sogar die
dritte fiir die achte Ordnung nicht alle Bestimmung darreicht. Auch wenn
aber fiir die vierte und sechste Ordnung die Summen oben angegeben worden
sind, wird in ihnen dennoch kein Gesetz erkannt, woher es moglich wére, fiir
die folgenden Ordnungen eine Vermutung abzuleiten. Die Begriindung dieses
Unterschiedes ist offenbar darin gelegen, dass fiir die geraden Ordnungen
jegliche zwei dieser Formeln p*, p?, p*, p°® etc. miteinander verglichen werden
konnen und diese Vergleiche durch unsere Methode aufgezeigt werden; des-
halb die Bestimmungen, derer wir bediirfen, zu fehlen anzusehen sind. Daher
ist sich also immer mehr zu wundern, dass in den ungeraden Ordnungen
tiberhaupt kein angebbares Verhiltnis zwischen den Formeln p?, p?, p3, p* etc.
besteht. Dennoch besteht indes kein Zweifel, dass andere Methoden gegeben
sind, mit denen die Reihen der geraden Ordnungen summiert werden konnen;
obgleich die drei hier dargelegten Methoden keineswegs ausreichen.



